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Введение

Пусть ( ),n nR GR q p=  – кольцо Галуа1, ( ) [ ]xRxF ∈  – реверсив-
ный унитарный многочлен.

Периодом ( )FT  многочлена ( )xF  называется наименьшее t  со 
свойством:

( ) exxF t −| .

Через ( )F x  будем обозначать образ ( )xF  при естественном 
эпиморфизме:

[ ] [ ] [ ]R x R x pR x→ .

Напомним2, что имеет место соотношение:

( )( ) ( )( ) ( )( ) 1| | nT F x T F x T F x p −⋅ .
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Многочлен ( )xF  называется отмеченным, если

( ) ( )T F T F= ,

и называется многочленом полного периода, если

( ) ( ) 1nT F T F p −= ⋅ .

Если при этом ( ) 1mT F q= − , то ( )xF  называется многочле-
ном максимального периода (МП-многочленом)3.

Унитарный и реверсивный одновременно многочлен над коль-
цом R  называется регулярным.

Кольцо Галуа называется собственным при qpn |,1 2> , т. е. 
когда R  не совпадает ни с полем, ни с кольцом вычетов4.

А.А.  Нечаевым были сформулированы просто проверяемые 
достаточные условия максимальности периода многочлена над 
кольцом вычетов по модулю n2  в терминах коэффициентов это-
го многочлена5. В работах А.С. Кузьмина6 тематика этих иссле-
дований была продолжена для случая примарных колец вычетов 

, 3nZ p p ≥ . Ниже мы, основываясь на результатах работ7, рас-
смотрим критерий полноты периода трехчленов над собственным 
кольцом Галуа R , а также многочленов, степени которых ограни-
чены сверху значением | |q R pR= .

Напомним8, что ( )xF  – МП-многочлен над кольцом Галуа R  
нечетной характеристики в том и только в том случае, когда об-
раз ( )xF~  по модулю [ ]xRp2  – МП-многочлен над кольцом Галуа 

( )2 2 2,R R p R GR q p= = .

Для удобства ссылок при последующих рассуждениях сформу-
лируем:

Утверждение 1.19. 

Пусть ( ) [ ] ( ) 2, , , 1, 3, |n nF x R x R GR q p n p p q∈ = > ≥ .

Если многочлен ( )xF  представить в виде:
	
	 ( ) ( )

1

0

q
t q

t
t

F x x a x
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=

=∑ 	 (1.1),
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где
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то регулярный многочлен Галуа ( )xF  будет многочленом полного 
периода в том и только в том случае, когда
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	 (1.2),

где множества ( ) 1,0, −=Ω qtt  имеют вид:

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
0

0, ,..., , : , 0, , 0, , ,
tu

t t
s

t c t c u t c s t p s u c s t p
=

 
Ω = ∈ = = 

 
∑ .

Критерий максимальности периода трехчленов Галуа
Всюду ниже имеется в виду сравнение по модулю q .

Теорема 2.1. Пусть ( )xG  – многочлен над кольцом Га-

луа ( ), , , 2, 3, 2n n rR GR q p q p r p n= = ≥ ≥ ≥ , такой, что 

( ) ( ), 1m k mG x x ax b T G q= + + = − .

Тогда многочлен ( )xG  является многочленом максимального 
периода над кольцом R  в том и только в том случае, если выполне-
но одно из следующих условий:
(I)	 0, ≡≠ kkm q ;

(II)	 0,0, qqq kmkm ≠≠≠ , и, дополнительно, ( ) 01 ≠aγ  или 

	 ( ) 01 ≠bγ ;

(III)	 0, ≡≠ mkm q ;

(IV) 	 0,0 ≡≠ km q .
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Доказательство. Для установления максимальности периода 
многочлена ( )xG  мы воспользуемся соотношением (1.2).

Рассмотрим классы вычетов по модулю q  степеней ненулевых 
мономов многочлена ( )xG . Возможны следующие случаи:

(a)  0≡≡ km ;

(b)  0, ≡≠ kkm q ;

(c)  0,0, qqq kmkm ≠≠≠ ;

(d)  0, ≡≠ mkm q ;

(e)  0,0 ≡≠ km q .

Случай (a). Так как ( )G x  – МП-многочлен, то, согласно10, чис-
ла m  и k  взаимно просты. Поэтому в условиях Утверждения дан-
ный случай не может иметь места.

Случай (b). Пусть m t qi= + , k qj= . Тогда правая часть соот-
ношения (1.2) имеет вид

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1 12 0 1 1
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0 1

!
0 ! 1 !

r r rc p c p qjc pq t qi
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px x b a x
c c

− − −

∈
+ =

+ =∑

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
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0 , 1 1, 1
0 1

!
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r r rc p c p qjc pqm q qk q

c c p
c c p

px a x b b a x
c c

− − −

∈ −
+ =

= + + + ∑ (2.1)

Для всех ( ) ( ) 1,11,1 −∈ pcc , ( ) ( )11 cc ′≠ , имеют место соотноше-

ния: ( ) ( )1 11 1r rkc p kc p− −≠ ′  и ( ) ( )1 10 1 , 1r rkc p kc p kq mq− −′< < < .
Таким образом, все члены суммы (2.1) ненулевые по модулю 
Rp2  и имеют различные степени. Следовательно, имеет место 

(1.2), т. е. все многочлены ( )xG , удовлетворяющие условиям 
Утверждения и случая (b), являются МП-многочленами. 

Случай (c). Правая часть соотношения (1.2) имеет вид:

( ) ( ) [ ]( )2
0 0 modmq q kq q mq kqx a x b x a x b p R xg g+ + ≡ + + .
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Следовательно, (1.2) имеет место в том и только в том случае, 
когда

( ) 01 ≠aγ  или ( ) 01 ≠bγ .

Случай (d). Пусть m t qi= + , k t qj= + . Тогда правая часть со-
отношения (1.2) равна

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
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∈
+ =
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( ) ( )
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rr p q c j c ic pq q kq mq qt

c c p
c c p

pb c a x x x a x
c c

−− +

∈ −
+ =

= + + + ⋅ ∑ 	
(2.2).

Все члены суммы (2.2) – ненулевые по модулю Rp2 . Кроме 
того, так как

( ) ( )1 10 1r rqt c p t c p t− −= + ,
то

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 10 1 0 1r r r rqt c p qj c p qi c p k c p m− − − −+ + = + .

Поэтому при 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )01,01,00,1,10,0 cpccpcccpcc ′−=′−=′≠−∈′ , 
имеем:

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 10 1 0 1r r r rqt c p qj c p qi qt c p qj c p qi− − − −+ + = + + ↔′ ′

( ) ( ) ( ) ( ) ↔′+′=+↔ −−−− mpckpcmpckpc rrrr 1111 1010

( ) ( ) ( ) ( ) ↔′+′=+↔ mckcmckc 1010

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) mkccmcck =↔−′=′−↔ 1100 ,

что невозможно. Таким образом, все члены суммы

	 ( )
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имеют различные степени, причем степень каждого слагаемого 
строго меньше mq . Кроме того, слагаемое q kqa x  в правой части 
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равенства (2.2) может сократить не более одного из 1−p  членов 
суммы (2.3). Это, при условии 3≥p , означает, что имеет место 
(1.2). Таким образом, все многочлены ( )xG , удовлетворяющие 
условиям утверждения и случая (d), имеют максимальный период.

Случай (e). По условию, m qi= , k t qj= + . Имеем, что правая 
часть соотношения (1.2) равна
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Все члены суммы (2.4) – ненулевые по модулю Rp2 . При 
всех ( )1c , ( ) 1,11 −∈′ pc , ( ) ( )11 cc ′≠ , имеют место соотношения: 

( ) ( )1 11 , 1r rc p m c p m qm− − <′ . Кроме того, слагаемое q kqa x  в правой 
части равенства (2.4) может сократить не более одного из 1−p  
членов суммы

( )
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Следовательно, поскольку 3≥p , то имеет место соотношение 
(1.2). Таким образом, все многочлены ( )xG , удовлетворяющие 
условиям утверждения и случая (e), имеют максимальный период.

Следствие 2.2. Пусть ( )xG  – многочлен над кольцом Га-

луа ( ) [ ] ( ) 2, , , 1, 3, |n nF x R x R GR q p n p p q∈ = > ≥ , такой, что 

( ) [ ]( ) ( )2mod , 1m k mG x x ax b p R x T G q≡ + + = − .

Тогда многочлен ( )xG  является многочленом мак-
симального периода над кольцом R , если многочлен 

( ) [ ]( )2modm kG x x ax b p R x≡ + +  над кольцом ( )2 2 2,R R p R GR q p= =  

( )2 2 2,R R p R GR q p= =  удовлетворяет условиям Теоремы 2.1.



35Критерий максимальности периода трехчлена...

Утверждение 2.3. Пусть ( )
1
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m
mq q kq

k
k

G x x g x
−

=

= +∑
 

– регуляр-

ный многочлен Галуа над кольцом Галуа ( ), , , 2, 3, 2n n rR GR q p q p r p n= = ≥ ≥ ≥
( ), , , 2, 3, 2n n rR GR q p q p r p n= = ≥ ≥ ≥ , степени m , строго меньшей q . Тогда многочлен 

( )xG  является многочленом полного периода в том и только в том 
случае, когда при некотором 1,0 −∈ mk  ( ) 01 ≠kgγ .

Доказательство. В рассматриваемом нами случае правая часть 
соотношения (1.2) примет вид:

	
( ) [ ]( )

1 1
2

0
0 0

mod
m m

mq q kq mq kq
k k

k k

x g x x g x p R xg
− −

= =

+ ≡ +∑ ∑ 	 (2.5)

Следовательно, соотношение (1.2) выполнено в том и только в 
том случае, когда имеет место наше Утверждение.

Утверждение 2.411. Пусть ( )
1

0

m
mq q kq

k
k

G x x g x
−

=

= +∑  – многочлен 

над кольцом Галуа ( ), , , 2, 3, 2n n rR GR q p q p r p n= = ≥ ≥ ≥ . Если 

( ) 1−= mqGT  и ( ) 001 ≠gγ , то ( )xG  – МП-многочлен.
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